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Résumé : 
    L’étude des champs tridimensionnels est essentiell  pour une description réaliste des ondes internes. 
La forme la plus simple de ces vagues est celle des ondes à courtes crêtes. La méthode que nous proposons pour 
leur calcul est basée sur celle du lagrangien moyen d  Whitham. Cette technique nous a permis de calculer 
leurs profils et d’effectuer une étude de leurs cara téristiques fondamentales. 
Abstract: 
    The study of three dimensional fields is essential for realistic description of internal waves. The 
simplest shape of theses waves is that of short-cres ed waves. The method we present is based on the Whitham’s 
averaged lagrangian. With this technique, we were able to calculate their profiles and to obtain the 
fundamental characteristics. 
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1 Introduction 
      Les ondes internes se développent à l’interfac  de deux fluides de densités différentes. Leur compréhension  
au niveau fondamental est passée par une phase d’idéalisation où les formes bidimensionnelles ont été 
considérées pendant longtemps comme modèle de base pouvant décrire ces vagues. Cependant, ceci n’est 
généralement pas le cas dans la réalité. Le plus sovent, nous avons affaire à des interactions entre différents 
trains d’ondes, à des réflexions, des diffractions et des effets du relief qui leur donnent des aspect 
tridimensionnels. Ainsi, l’étude des champs de vagues tridimensionnelles est essentielle pour une description 
plus réaliste. A l’instar des ondes de surfaces ( Roberts[1], Ioualalen [2]), la forme la plus simple d  ces vagues 
est celle des ondes à courtes crêtes. Ce sont des on  périodiques suivant deux directions distinctes du plan 
horizontal et ayant une géométrie orthorhombique. Ell s peuvent être générées par l’interaction non linéaire de 
deux trains d’ondes de même amplitude qui se propagent suivant des directions différentes. La méthode qu  
nous proposons pour le calcul de ces vagues est basée sur celle du Lagrangien moyen de Whitham [3]. Cette 
approche utilise une formulation variationnelle quiréduit le problème à un système d'équations algébriques non-
linéaires qui est résolu par la méthode de Newton. Les propriétés de la matrice jacobienne associée à c tte
dernière et la symétrie des vagues à courtes crêtes permettent de réduire considérablement l'espace mémoire 
utilisé et le temps de calcul. Cette technique nous a permis de calculer les profils de ces ondes et d’effectuer une 
étude de leurs caractéristiques fondamentales. 
2 Position du problème 
     Nous considérons la réflexion oblique sur une paroi verticale d’un train d’ondes uniforme de gravité se 
propageant à l’interface de deux couches de fluides d’épaisseurs infinies. L’écoulement est supposé irrotationnel 
et les fluides parfaits, incompressibles et homogènes. Les propriétés du fluide inférieur porteront l’indices 1 et 
celles de la couche supérieure l’indice 2. On admet qu  la réflexion est totale, ce qui implique l’égalité des 
amplitudes et celle des fréquences des ondes incidentes et réfléchies. Le champ de vagues généré par 
l’interaction de ces deux dernières est celui des ondes à courtes crêtes qui se propagent uniformément dans la 
direction de la paroi. Pour les étudier nous avons choisi le repère orthonormé ℜ(O, X, Z) dont les axes (OX) et 
(OY) sont horizontaux et (OZ) vertical ascendant. L’origine est placée telle que le niveau moyen de l’interface 
soit contenu  dans  le  plan  horizontal  (XOY). Ces ondes  ont  une  forme doublement  périodique   sivant  les  
deux   directions  (OX)  et   (OY)  avec   des   longueurs  d’ondes  θλ=λ sinx   et  θλ=λ  cosy   le long de 
ces deux axes. Ici  λ   représente  la longueur d’onde du train de vagues incident et θ  l’angle entre sa direction 
de propagation et la normale au mur. Pour rendre adimensionnelles les équations, on définit une longueur de 
référence πλ=− 2k 1 , et un temps de référence ( ) 21gk - , g étant l’accélération de la pesanteur.  Pour étudier les 
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ondes de formes permanentes on impose au repère ℜ de se déplacer dans la direction de propagation (OX), avec 
une célérité égale à la vitesse de phase  c  de  l’onde.  La méthode  utilisée  pour  les  déterminer  faisant  
intervenir  des  intégrales  de  fonctions harmoniques, il est intéressant d’avoir une période 2π dans chacune des 
directions (OX) et (OY). Ceci nous suggère de définir les variables X, Y et Z comme suit: 
z  Z   qy    YtpxX ==ϖ−=   
ϖ est la fréquence, ℜ’( o, x, y, z ) un référentiel fixe dont les axes ont les mêmes directions que leurs 
homologues dans ℜ. p et q représentent les nombres d’ondes adimensionnels suivant les directions (OX) et 
(OY) et sont définis par : 
θ=θ= cosqet            sinp  
   Dans le repère ℜ, les potentiels des vitesses, Φi , et l’élévation de l’interface, η, vérifient 




2 =Φ+Φ+Φ      dans tout le volume du fluide « i » 





X =Φ+Φη−Φη−η−  
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et  aux conditions « loin de l’interface » : 







Dans ces équations ρi est la masse volumique du fluide « i » considéré. 
3         Méthode de résolution   
     Le problème ci-dessus admet des solutions ayant les formes suivantes : 








∑∑          (1a) 








∑∑           (1b) 







                          (2)          
avec :                                       nY cos  mXsin   )Y,X(mn =χ    ;       0j0j 2
1
1 δ−=∆      
et δij est le symbole de Kronecker. De l’équation de Laplace, il découle : 
22222
mn nqmp +=α  
Le niveau moyen de l’interface étant pris égal à zéro : 
0a)Y,X( 00 ==η  
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La barre signifie qu’il s’agit d’une moyenne calculée sur le carré de côté 2π. La conséquence de la  symétrie 
triangulaire des ondes étudiées est que :  
0ba mnmn ==                         
lorsque m et n n’ont pas la même parité.   
     Il est fréquent que, pour un problème physique modélisé au moyen d’équations différentielles, il soit 
avantageux d’introduire une transformation pour lui donner une formulation variationnelle équivalente. L  point 
crucial d’une telle transformation est de définir une fonctionnelle dont des extrema coïncident avec la so ution 
du problème examiné. Les équations des ondes internes de gravité en écoulement irrotationnel et pour deux 
















































































Dans cette relation, le lagrangien L est exprimé dans le référentiel ℜ où la moyenne se calcule dans le 
pavé( )π=∆π=∆ 2Y,2X , et 




















Ici nous avons, sans perte de généralité, attribué à la masse volumique adimensionnelle la valeur ρ = 1. Ce 
lagrangien est calculé en remplaçant l’élévation de l’interface et les potentiels des vitesses par leurs xpressions.  
Le calcul de L  est à priori rendu difficile par la présence de termes non linéaires. Cette intégrale est composée 
de plusieurs parties qui se calculent séparément. La stratégie adoptée consiste à traiter chaque intégrale de façon 




On constatera alors que cette intégrale n’est rien d’autre, à la constante multiplicative près, que le co fficient de 
Fourier de la fonction f(X,Y)  
  
 
La difficulté majeure réside dans la détermination de la contribution de l’énergie cinétique moyenne qu’il 










































































Son calcul est considérablement simplifié si on introduit le développement en série de Fourier : 









±ηα+α± ω∆∆=  (3) 
En effet, on trouve : 
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Le terme restant s’obtient aisément :  
( ) ( )



































±ω  sont les coefficients de Fourier définis par 









±ηα± ω∆∆=     (4) 
Ainsi le lagrangien moyen s’obtient en faisant l’addition   :   tEpTL Φ++=  
Les inconnues anm et 
i
mnb  intervenant dans les solutions (1)-(2) ont été déterminées en utilisant la méthode  du 
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L’utilisation de cette méthode conduit au système d’équations algébriques suivant : 
( )[ ] [ ] ( )
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où 12R ρρ= ;
( )±ωmnrs et
( )[ ] mnklrs±Ω sont donnés par les relations: 


























4 Procédure numérique 
    Les séries (1) et (2) sont tronquées à l’ordre N=12. En conséquence, les sommations dans les équations (5) (6) 
et (7) sont aussi limitées à cette valeur. Si on considère que  la fréquenceϖ est inconnue, le système d’équations 
qui en résulte peut être complété par la relation qui définit la cambrure utilisée comme paramètre de contrôle, 
soit :                                             







++=πη−η=ε       (8) 
Le système d’équations algébriques non linéaires (5)-(6-(7)-(8) peut être résolu en utilisant  la méthode itérative 
de Newton. Les coefficients de Fourier intervenant dans les relations (3), (4) sont calculés par la transformation 
de Fourier rapide avec un échantillonnage adéquat. 
 
5 Résultats obtenus 
   Cette technique nous a permis de calculer les profils des ondes à courtes crêtes internes et d’effectuer 
une étude de leurs caractéristiques fondamentales. La figure 1 montre un profil orthorhombique 
semblable à celui qui caractérise les ondes à courtes c êtes, en surface libre. Nous avons aussi  effectué  
une étude du comportement des énergies cinétique et pot ntielle et de la vitesse de phase avec la 
variation  des  densités  de  deux  fluides  et  celle  de  la  cambrure. Des  évolutions  de  ces  grandeurs  
intégrales sont représentées dans les figures 2 à 5. L’énergie cinétique est typiquement supérieure à 
l’énergie potentielle, aux faibles valeurs de R, comme c’est le cas pour les ondes de surfaces. 
Cependant, l’énergie potentielle devient prépondérante à partir de 24.0R ≈ . Notons que Cette dernière 
dépend linéairement de R. Les variations des grandeurs intégrales en fonction de la cambrure sont 
analogues à celles de ondes de surface. En particulier, la vitesse de phase augmente avec la cambrure 
































FIG. 1 Profil obtenu pour R=0.9 et ε=0.1 
 
 
FIG. 2 – Evolution de la vitesse de phase en fonction du 
rapport des densités 
 
     
 




















 FIG. 3 –  Evolution des énergies cinétique et potentielle 
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FIG. 5 – Evolution des énergies cinétique et potentielle en 
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